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Chapter 1
Sintassi della logica
predicativa
1.1 Sintassi
Con L1 indichiamo un linguaggio del primo ordine (o predicativo) con identita`,
con o senza costanti funtoriali. Le clausole in blu riguardano le costanti funtoriali
e possono essere tralasciate se consideriamo linguaggi senza tali costanti.
Alfabeto di L1
• Simboli logici: ⊥,¬,∨,∧,→,∀,∃
• Simboli descrittivi:
1. Un insieme al massimo infinito numerabile di costanti individuali:
e1, e2, e3, ...;
2. Per ogni n ≥ 0 un insieme al massimo infinito numerabile di costanti
predicative: Pn1 , P
n
2 , ...
1;
3. Fra i predicati binari assumiamo di avere il predicato di identita` che
indichiamo con = .
4. Per ogni n ≥ 1 un insieme al massimo infinito numerabile di costanti
funtoriali (funtori): fn1 , f
n
2 , ...;
• Un insieme infinito numerabile di variabili individuali: x1, x2, x3, ...;
• Simboli ausiliari: le parentesi (,).
Definizione 1.1.1 (Termini). .
• Una costante individuale o una variabile e` un termine.
• Se t1, . . . tn sono termini e fn e` un simbolo funtoriale n-ario, allora fn(t1, . . . , tn)
e` un termine.
• Nient’altro e` un termine.
1P 01 , P
0
2 , P
0
3 , . . . corrispondono alle lettere enunciative di L′
1
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Termini chiusi Un termine e` chiuso se non contiene variabili.
Nel seguito useremo:
a, b, c, d, ... come metavariabili per costanti individuali
x, y, z, w, ... ” variabili individuali
p, q, r, ... ” costanti predicative 0-arie
(lettere enunciative )
s1, s2, ..., t1, t2, ... ” termini
Definizione 1.1.2 (Formule (ben formate), fbf, di L1). .
1. ⊥ e` una formula;
2. Se Pn e` una costante predicativa n-aria e t1, ..., tn sono n termini, allora
Pn(t1, ..., tn) e` una fbf ( atomica);
3. Se A e` una fbf allora ¬A e` una fbf ;
4. Se A e B sono fbf allora (A ∨B), (A ∧B), (A→ B) sono fbf ;
5. Se A e` una fbf e x e` una variabile, allora ∀xA, ∃xA sono fbf ;
6. nient’altro e` una formula di L1.
A,B, ... sono metavariabili per fbf .
Con il predicato = utilizziamo, in accordo con la letteratura matematica, la
notazione infissa, scriviamo cioe` “t1 = t2” al posto di “= (t1, t2)”
Variabili vincolate La variabile x e` detta vincolata in ∀xA, ∃xA ed A e` detto
dominio del quantificatore ∀x,∃x rispettivamente.
Variabili libere Una variabile x e` detta libera in una fbf A, se almeno una
occorrenza di x non e` nel dominio di un quantificatore ∃x o ∀x.
Formula chiusa Una fbf e` chiusa se non contiene variabili libere. Una fbf
chiusa e` anche detta enunciato.
Importante ! In letteratura spesso si usa la scrittura A(x1, . . . , xn), ove A e`
una variabile metalinguistica per una fbf. Con cio` si vuole indicare che nella fbf
A occorrono al massimo le variabili libere x1, . . . , xn. Esempio: se A denota la
fbf ∀x(x = y) ∨ ∃x(x = z), la scrittura A(y, z, w) indica che le variabili libere
occorrenti in A sono fra y, z, w.
Convenzione sulle parentesi Per quanto riguarda l’uso delle parentesi usi-
amo le convenzioni usuali, ovvero che
• Si omettono le parentesi piu` esterne,
• si stabilisce un ordine di precedenza fra i connettivi, in base al quale
1. ¬ , ∀ e ∃ legano piu` di tutti gli altri connettivi
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2. ∧, ∨ legano piu` di →.
• si omettono le parentesi che sono superflue sulla base dell’ordine di prece-
denza
• si scrive associando a sinistra:
A ∨B ∨ C ∨ · · · ∨D invece di ( . . . ((A ∨B) ∨ C) ∨ · · · ∨D)
A ∧B ∧ C ∧ · · · ∧D invece di ( . . . ((A ∧B) ∧ C) ∧ · · · ∧D)
Definizione 1.1.3 (Lunghezza di una formula). La lunghezza di una formula
A, lg(A), e` definita per induzione sulla costruzione di A:
1. ⊥= 0
2. lg(Pn(t1, ..., tn)) = 0, ove P
n(t1, ..., tn) e` una fbf atomica;
3. lg(¬A) = lg(∀xA) = lg(∃xA) = lg(A) + 1;
4. lg(A ∨B) = lg(A ∧B) = lg(A→ B) = lg(A) + lg(B) + 1.
Definizione 1.1.4 (Profondita` di una formula). La profondita` di una formula
A, pf(A), e` definita per induzione sulla costruzione di A:
1. pf(⊥) = 0,
2. pf(Pn(t1, ..., tn)) = 0, ove P
n(t1, ..., tn) e` una fbf atomica;
3. pf(¬A) = pf(∀xA) = pf(∃xA) = pf(A) + 1;
4. pf(A ∨B) = pf(A ∧B) = pf(A→ B) = max(pf(A), pf(B)) + 1.
Definizione 1.1.5 (Sottoformula di una formula). Sia data una fbf A. Per
induzione sulla costruzione di A definiamo quando una fbf B e` sottoformula di
A.
A ≡⊥
B e` sf di A sse B ≡⊥
A ≡ Pn(t1, ..., tn)
B e` sf di A sse B ≡ Pn(t1, ..., tn)
A ≡ ¬C,∀xC, ∃xC
B e` sf di A sse B ≡ A oppure B e` sf di C
A ≡ C ∨D,
C ∧D,C → D
B e` sf di A sse B ≡ A oppure B e` sf di C o B e` sf di D.
4 CHAPTER 1. SINTASSI DELLA LOGICA PREDICATIVA
Albero delle sottoformule Le sottoformule di una formula data A costitu-
iscono il cosiddetto albero delle sottoformule di A.
Esempio: ∀z(Sz → (∃xPx ∧ ¬∀y(Qy ∨Rz))).
∀z(Sz → (∃xPx ∧ ¬∀y(Qy ∨Rz)))
Sz → (∃xPx ∧ ¬∀y(Qy ∨Rz))
Sz ∃xPx ∧ ¬∀y(Qy ∨Rz)
∃xPx
Px
¬∀y(Qy ∨Rz)
∀y(Qy ∨Rz)
(Qy ∨Rz)
Qy Rz
Sostituzione di variabili in un termine Con r[t/x] indichiamo il termine
ottenuto sostituendo tutte le occorrenze di x in r col termine t.
La definizione e` per induzione sulla costruzione di r.
• se r ≡ a, allora a[t/x] ≡ a
• se r ≡ x, allora x[t/x] ≡ t
• se r ≡ y 6≡ x, allora y[t/x] ≡ y
• se r ≡ fn(s1, . . . , sn), allora fn(s1, . . . , sn)[t/x] ≡ fn(s1[t/x], . . . , sn[t/x])
Sostituzione di variabili libere in una formula Con A[t/x] indichiamo
la fbf ottenuta sostituendo tutte le occorrenze libere di x in A col termine t,
purche´ t sia libero per x in A.
Per induzione sulla costruzione di A definiamo quando un termine t e` libero
per x in A e quale sia la formula ottenuta per sostituzione di x con t in A,
A[t/x].
• A ≡⊥, allora
– t e` libero per x in A
– ⊥ [t/x] ≡⊥
• A ≡ Pn(s1, . . . , sn), allora
– t e` libero per x in A
– Pn(s1, . . . , sn)[t/x] ≡ Pn(s1[t/x], . . . , sn[t/x])
• A ≡ ¬B, allora
– t e` libero per x in ¬B sse t e` libero per x in B
– (¬B)[t/x] ≡ ¬ (B[t/x])
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• A ≡ (B ◦ C), allora
– t e` libero per x in (B ◦C) sse t e` libero per x in B e t e` libero per x
in C
– (B ◦ C)[t/x] ≡ (B[t/x] ◦ C[t/x])
• A ≡ ∀yB, allora
– t e` libero per x in ∀yB sse
∗ x non occorre libera in ∀yB (ovvero non occorre del tutto o
occorre vincolata)
∗ x occorre libera in ∀yB, y non occorre in t e t e` libero per x in
B.
– (∀yB)[t/x] e` definita nei due casi come segue
∗ ∀yB
∗ ∀y(B[t/x])
• A ≡ ∃yB, analogamente a ∀yB.
ESEMPI
1. f(y) e` libero per x in P 1(x), ma f(y) non e` libero per x in ∀yR2(x, y).
Il termine f2(x, z) e` libero per x in ∀yR2(x, y)→ P 1(x), ma non e` libero
per x in ∃z∀yR2(x, y)→ P 1(x)
2. Ogni termine chiuso e` libero per ogni variabile in ogni formula.
3. x e` libero per x in ogni formula
4. Ogni termine t e` libero per x in A se A non contiene alcuna occorrenza
libera di x
